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Целый ряд инженерных задач сво-дится к рассмотрению систем 
уравнений, имеющих единственное 
решение лишь в том случае, если из-
вестно значение некоторого входящего 
в них параметра. Этого особого пара-
метра называют характеристическим, 
или собственным, значением системы. 
С задачами на собственные  значения 
инженер сталкивается в различных 
ситуациях. Так, для тензоров напряже-
ний собственные  значения определяют 
главные нормальные напряжения, при 
динамическом анализе механических 
систем – соответствуют собственным 
частотам колебаний, а при расчете кон-
струкций – позволяют определить кри-
тические нагрузки, превышение кото-
рых приводить к потере устойчивости.
В общем случае объемного напря-
женного состояния по граням выде-
ленного из материала элементарного 
кубика возникают и  нормальные и 
касательные напряжения (Рис. 1). По 
закону парности касательных   напря-
жений τxy=τyx, τxz=τzx,  τyz=τzy. Совокуп-
ность шести напряжений σx, σy, σz и 
τxy, τxz, τzy полностью описывает напря-
женное состояние в точке, и называют 
тензором напряжений [1].
Трехосный тензор напряжений 
можно представить в виде   
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Требуется определить собствен-
ные значения этой матрицы, когда
  σx=  10×10
6   H/м2,   τxy  =  5×106  H/м2,
  σy  = 20×10
6  H/м2,  τxz   =  6×106  H/м2,
  σz  = 30×10
6  H/м2,  τyz  =  4×10
6  H/м2.
Пожалуй, наиболее очевидным 
способом решения задачи на соб-
ственные значения является их опре-
деления из системы уравнений [1]
0)( =− XEA λ ,             (1)
где A – матрица напряжений, кото-
рая имеет вид
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E – Единичная матрица 
λ – три скалярных значений, кото-
рых требуется найти, Х – собственные 
векторы, соответствующие каждому 
из собственных значений.
Уравнение (1) имеет ненулевое ре-
шение лишь в случае, если его опреде-
литель равно нулю
0)det( =− EA λ .              (2)
Поставив значение матриц  A и  E 
в определитель (2) и после нескольких 
простых преобразовании, получим
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Раскрыв определитель (3), получим 
кубический полином относительно λ, 
корни которого и будет собственными 
значениями матрицы напряжений
                         
0/10)4610102360( 2623  u ɦHOOO  (4)
Для решения нелинейного урав-
нения (4) используется  программный 
пакет MS Excel 2007 и встроенный в 
ней метод последовательных прибли-
жений [2], который известен под на-
званием метода Ньютона. Отметим, что 
у полинома третьей степени имеется 
не более трех вещественных корней. 
Для нахождения корней их предвари-
тельно нужно локализовать. С этой 
целью необходимо построить график 
функции 4610102360 23  OOOy  
или ее протабулировать [2]. Напри-
мер, протабулируем полином (4) на 
отрезке ∈λ [5, 35] с шагом h = 2. Ре-
зультат табуляции  приведен на Рис. 
2, где в ячейку B2 введена фо рмула: 
=A2^3-60*A2^2+1023*A2-4610. На 
Рис. 2 видно, что полином  меняет знак 
на интервалах [7, 9], [19, 21] и [33, 35]. 
Это означает, что на каждом из них 
имеется корень данного полинома. По-
Рис. 1. Тензор напряжений
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лином третьей степени имеет не более 
трех действительных корней, поэтому 
все корни локализованы. В качестве на-
чальных приближений к корням можно 
взять любые точки из отрезков лока-
лизации корней. Возьмем, например, 
их средние точки: 8, 20 и 34 и введем 
их в диапазон ячеек C2:C4 (Рис. 2). В 
ячейку D2 введем формулу:  =C2^3-
60*C2^2+1023*C2-4610.  Выделив эту 
ячейку, и с помощью маркера заполне-
ния протащим  введенную  в нее форму-
лу на диапазон D2:D4. Таким образом, 
в ячейках D2:D4 вычисляются значения 
полинома при значениях аргумента, 
введенного в ячейках C2:C4, соответ-
ственно.
Относительная погрешность вы-
числений и предельное число ите-
раций задаются на вкладке Пара-
метры вычисления диалогового 
окна Параметры Excel,  открывае-
мого командой Offi ce→Параметры 
Excel→Формулы. Зададим относи-
тельную погрешность и предельное 
число итераций, равными 0,00001 и 
1000, соответственно. Находим корни 
полинома методом последовательных 
приближений с помощью команды 
Данные→Работа с данными «Ана-
лиз “что-если”→Подбор параметра и 
заполним диалоговое окно Подбор па-
раметра (Рис. 3) следующим образом. 
В поле Установить в ячейке введем 
$D$2. Отметим, что в эт ом поле дает-
ся ссылка на ячейку, в которую введена 
формула, вычисляющая значение левой 
части уравнения (4). Для нахождения 
корня уравнения с помощью средства 
подбора параметров надо записать урав-
нение так, чтобы его правая часть не со-
держала переменную. В поле Значение 
вводим 0 (в этом поле указывается пра-
вая часть уравнения). В поле, Изменяя 
значение ячейки, введем $C$2 (в этом 
поле дается ссылка на ячейку, отведен-
ную под переменную). После нажатия 
кнопки OK средство подбора параме-
тра находит приближенное значение 
корня, которое помещает в ячейку C2. В 
данном случае оно равно 7,141760.
Аналогично в ячейках C3  и  C4 на-
ходим два оставшихся корня. Они рав-
ны 19,141061 и  33,709178. Как выгля-
дит диалоговое окно Результат подбор 
параметра после успешного заверше-
ния поиска решения, показано на Рис. 4.
Умножив найденные корни на 
106 Н/м2, получаем собственные значе-
ния тензора напряжений, соответству-
ющие главным напряжениям. Найдена 
величина наибольшего главного напря-
жения, равной 33,709178×106, при кото-
рой происходит разрушение элемента 
тела.
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Рис. 2. Локализация корней полинома.
Рис. 3. Диалоговое окно 
«Подбор параметра»
Рис. 4. Диалоговое окно 
«Результат подбора параметра»
